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Klasszikus példak
> Faktorialis
By n-Jn*(n-1lhan>0
ELTE 1 ha n=0

> Fibonacci-szamok

. {0 ha
Fib(n) =41 ha
Fib(n —1) + Fib(n - 2) ha

A rekurzi6 lényege: onhivatkozas

nN=0
n=1
n>1
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Klasszikus példak

> Binomialis szamok:

1 ha k=0
B(n,k) =<B(n—1k)+B(n—1k—-1) ha 0<k<n
1 ha k=n

1 y 1hak=0
B(n.k) = Mmk—n*liii—ha0<kgn
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Gyorsrendezés (quick sort):

N elem rendezését a kovetkezOképpen
végezhetjuk:
>Valogassuk szét az elemeket az els6 elemnél

kisebbekre, illetve nagyobbakral

> A két keletkezett részre (ha legalabb 2 elemet
tartalmaznak) alkalmazzuk ugyanezt az eljarast!
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Gyorsrendezés (quick sort):

(1,23,78]

Quick {[...]):
Szé’rvﬁloga?::»[...]j.[...]
Ha [...11ho ssza >t akkor Quzltk[[...]1}
Ha [..hossza >1 akkor Quick([.],)

Eligras vege
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Koch fraktal:
>Vegylunk egy egységnyi szakaszt!

>Vagjuk ki a kozépsé harmadat!

>1llesszuk be a kivagott részt egy egyenld
oldald haromszog szaraiként!

> Alkalmazzuk ugyanezt az igy kapott 4
szakaszral
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Hanoi tornyai:

Adott 3 rudacska. Az els6n egyre csokkend
sugaru korongok vannak. Az a feladat, hogy
tegyik at a harmadik rudacskara a korongokat
egyenként ugy, hogy az atpakolas kozben és
természetesen a végén is minden egyes koron-
oon csak nala kisebb lehet. Az atpakolashoz

lehet segitségtil felhasznalni a kozépsé rudacs-
kat.
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Hanoi tornyai:

Ugy tegyiik 4t az N db korongot az A-rél a C
palcikara (B kozvetitésével), hogy el6szor a
fels6 N—1 darabot a B-re tessziik (C segitsé-
gével), majd az gy ,,felszabadult” legalsot a
végleges helyére (C-re). Ezutan nincs 1s mar
masra szikség, csak arra, hogy a B-n levd N—1
db-ot a C-re emelgessuk. (Persze ezt ugyan-
azzal a szisztémaval, mint amivel korabban az
,, 1. lépést” megtettik.)

Pap Giborné - Zsaké Liszlé Rekurzio 8
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Hanoi tornyai:

Y
B
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A rekurzio helye a programkészités
folyamataban:

~ Rekurziv specifikici6 — Nem rekurziv specifikicio

Rekurziv algoritmus <> Nem rekurziv algoritmus

" "

Rekurziv programkoéd — Nem rekurziv programkéd

SzAmitogép Szamitogép

Pap Giborné - Zsaké Liszlé Rekurzio 10
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Rekurziv specifikacio

¢s algoritmus
Faktorialis:

q—Jn*(n-1rhan>0
|1 ha n=0

e Fakt (n) :

Ha n>0 akkor Fakt:=n*Fakt (n-1)
kulonben Fakt:=1
Figgvény vége.
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Rekurziv specifikacio

¢s algoritmus

Fibonacci szamok:

0 ha n
Fib(n) =41 ha n
Fib(n—1) + Fib(n—2) ha n
Ha@n=0i"8&'k Koz ~Hi. e =0
TN O AISE RN Gl [N el T [0 o a8 = &
KiVengen yHitle = Elby Rl Rkl (a2
Figgvény vége.
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Binomialis szamok:

1 ha k=0
B(n,k)=1B(n—1k)+B(n—1k—-1) ha 0<k<n
1 ha k=n

L. Bin(n, k) :

Ha k=0 wvagy k=n akkor Bin:=1
etk Rlise R AR Enss=T2 N @M-=lits LR ah (R pic = o)
Fliggvény Vége.

1 ha k=0
BQMQZ{Mmk—D*n_E+1haO<k£n

B (e R s
Ha k=0 akkor Bin:=1
il @ e -Balng:e= Bilnd( mb k=il ) (m—Kke= 100/ ke

Fliiggvény Vé&ge.
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- Gyorsrendezés:

i;- Quick (A, e, V) :

b Szétvadlogat (A, e, v, k)

B A Ha k-e>1 akkor Quick (A,e, k-1)
L Ha v-k>1 akkor Quick (A, k+1,v)
Eljaras vége.

Meggondolando:
1. a paraméterek eltéré hozzatérési joga;
2. a ,,Szétvalogat” eljaras;
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Szétvalogatas helyben:
Szétvalogat (A,e,v, k) :

A=, M =xg iy S= A (e )
Ol < 1G4y
Ciklus amig i<j és A(j)=2y
Pea=" =
Ciklus vége
Ha® i< ailelk 0T BAET ) e e B W s =gl
CGRSHy QT g~ 1Sy SISl ()38
il it el b
Ciklus vége
Ha " i T akileo £ "AJE D= 1) ] =5 =l

Ciklus vége
2508 = =vE; Sles =l
Eljaras veges
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Gyorsrendezés:

- Quick (A,e,Vv) :

Szétvalogat (A,e, v, k)
Rendezés (A,e, k-1)
Rendezés (A, k+1, V)
Eljaras vége.
Rendezés (A,e, V) :
Ha v-e>0 akkor Quick (A,e, V)
Eljaras vége.
Kozvetlen rekurzid: Az A eljaras sajat magat
hivja.

Kozvetett rekurzio: A hivja B-t, B hivja A-t.
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Emlékezteto:

grafika és rekurzio

Rekurziv festés pontonként:

e
Ha
Ha
Ha
Ha
Elja

O E Sy

nt (x,vy)

Ures (x-1,y) akkor
Ures (x,y—-1) akkor
Ures (x+1,y) akkor
Ures (x,y+1l) akkor

ras vége.
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Eloreutalas:

rekurzio Logo nyelven

Koch fraktal, Logo megoldas:

T anukl ™ lE® cih wen® v i
Ha :n=0 [eldre :h]

Tl iy NI e Tl A2 oYe! Twrel® 1610
Coi@sn BN ke Sial/SoM™ Jelel Oiise! S 0
Koeln i T /R Da i el 610
ROCH Sl W /AGY

Vége

S

K@iC Il 00 ey 25 00
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Rekurziv algoritmus

Hanoi tornyai:

Han'ee 1 ¥, B «€ )%

Ha n>0 akkor Hanoi (n-1,A,C,B)
R e 1
FanCh - (= CHRE ~28

Elagazas vége

Eljaras vege.
gEn@eus @aly. T e Chk

Ha n>1 akkor Hanoi(n-1,A,C,B)
T SRR
Halitea s Cn =1 @SB =)

I O WS D AT = Tl B
Eljaras vége.
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A megovalositas
problémai K= &
Problémak

»Allatorvosi 16 (=: csacsi -)” — a faktoridlis
fugovény
ke ng) g
Ha n=0 akkor f:=1
KELI"OnDemNs g =T Balkstqan="1)
Fakt:=f
Fuiggvény vége.

Tételezziik fol, hogy a ,,kornyezet” képes az
eljarasok #0bbsz0rds (értsd: egymasba dgyazott)
hivasanak lekezelésére. (177sszatérési cim a verembe;
aktudlis és formalis paraméterek dssekapesolisa.)

Pap Giborné - Zsaké Liszlé Rekurzio 20
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- Milyen problémakkal szembestl a

. forditdprogram, hogy a fiiggvény végrehajthato
. legyen barmely n-re.

B p). 2Fakt(2)?

Fakt (2)= 2=n

[MaMe—6 Mol kicnm. m T kiilo.necs: ]

T =naM B leE (T, 1R
Fakt:=f

Pap Giborné - Zsaké Liszlé Rekurzio 21

2011.11.22.



http://digo.inf.elte.hu/~iszcs

2011.11.22.

SIS DE po 8

A megvalositas
problémai

oy S
Y 500103

Gy I S
NG NS

Osszefoglalva a problémzkat:

1. A bemend parameéter problematikaja.

Hogyan kerul a bemené érték ugyanazzal a
koddal megvalositott eljarashoz, azaz a
rekurzivan ujbdl a hivotthoz?

2. A fiigovényeljdrasok értékvisszaaddsa.
Hogyan kertl a (rekurzivan) hivott fugevény
értéeke a hivo eljarasban ,,felszinre?

3. A lokalis valtozok egyedrsége.

Pap Giborné - Zsaké Liszlé Rekurzio 22
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A megoldas vazlata:

1. és 3. probléma — belépéskor vermelés, kilépés-
kor verembol kivétel.

2. probléma (nem csak rekurzional) — az érték
i verembe tétele kozvetlenul a visszatérés elott.
A tugovényt e/jarassa alakitva:
Nk (e /)
Verembe (n)
Ha n=0 akkor f:=1
kiilonben Fakt (n-1); Verembdl (f)
n:=Veremtetd; B=—enes =
Verembdl () ;. Verembe ()
Figgvény vége.

Pap Giborné - Zsaké Liszlé Rekurzio 23
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A megvalositas
problémai O
Megdllapodasok:

> Az eljdrasnéy egyben egy lokdlis valtozd azono-
sitoja, ,,elvarhato™ tipussal.

> A veremmuveleteknek zew tintetjik 0l a
veremparaméterct.

>Igazabol azzal sem torédink, hogy a verem
garantaltan agonos tipusi adatok gyujtdie legyen.
(Most nem ez a 1ényeg, bar véletlenil teljesul.)

Pap Gaborné - Zsako Laszlo6 Rekurzid 24
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Bajok a rekurzioval

Hely: nagyra dagadt veremméret.

Id6: a vermelés adminisztracids tobbletterhe,
a tObbszorosen 1smétlédod hivasok.

Pap Gaborné - Zsako Laszlo6 Rekurzid
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Példa: Fibonacci-szamok

Fib(n) = {1
o) = {Fib(n — 1) + Fib(n - 2)

ERlON Ty
Ha n=0 akkor Fib:=0
kilonben ha n=1 akkor Fib:=1
ke TioSing i Nok-1=IE Mol @ — AW ¥ (1 —128)
Figgvény vége.
e (et
F(O):=0; F (1) :=1
Etlcallis” T2ttt oNe ) Shie
F(1i) :=F(1i-1)+F(1-2)
Ciklus vége
Fib:=F (n)
Figgvény vége.

Pap Gaborné - Zsako Laszlo6 Rekurzid
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Jobbrekurzio

A rekurzio problematikajat — mint lattuk — a
lokalis adatok, ill. paraméterek kezelése jelenti.
Ha az eljaras utolso utasitasaként szerepel a
rekurziv hivas, akkor nincs sziikség a lokalis

adatok és paraméterek visszaallitasara, azaz
vermelésére.

Ezt az esetet nevezzik jobbrekurzionak (vagy
hosszabban jobboldali rekurzionak).

Pap Giborné - Zsaké Liszlé Rekurzio 27
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Jobbrekurzio alapesetei
RS

S >

Hias 1o (R, aliek Or sk (X7)
Eljaras vége.
R SR

el B

SR

amig p (x)

Ciklus vége
Eljaras vége.
Azaz az atiras egy egyszeru hatultesztel6s

ciklus.

Pap Gaborné - Zsako Laszlo6 Rekurzid
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Rekurzio és iteracio

Jobbrekurzio alapesetei
R
: HE Oalse Nalelk O S TSR s VR )
¥ Fliaras vége.
LT 1R (L

Gl |l L = b KO e 0N (%)

AL 457d)

Ciklus vége

Eljaras vége.

Azaz az atiras egy egyszeru eloltesztel6s ciklus.
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Jobbrekurzio alapesetei

R
S >
Hicw Teifsz,) S=alwic G-l (Scyitiem e ()
kulonben
Eljaras vége.
RE()
S (X)

Ciklus amig p (x)
TR o WS (25)
Ciklus vége

Eljaras vége.

Pap Gaborné - Zsako Laszlo6 Rekurzid
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Jobbrekurzio példa
Egy sz0 kiirasa:
KIsE S Zee:

Ha nem iUres? (szd)

akkor
Rt ei.olo (- S0y

Kilir(elsdbéutaniak(szd))
Eljaras vége.
KA ea( SW7ON) .
Ciklus amlig nem uUres? (szd)
Kl " & laeoriks-Aer)

57 O o8l is ONINE o ledede Y. s 7el)
Ciklus vége

Eljaras vége.
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Jobbrekurzio példa

Logaritmikus kivalasztas (az A vektor E. és V.

eleme kozott az X elem biztosan megtalalha-
to):
sl S (T o TR
K= e t/eLe il 18Vl
Elagazas
A (K)<X esetén E:=K+1
A(K)>X esetén V:=K-1
Elagazas vége
He L (S) Sia K GHem, el Sr e, 7R, (o0 S, AL /A)
Eljaras vége.
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Jobbrekurzio példa

Logaritmikus kivalasztas (az A vektor E. és V.

eleme kozott az X elem biztosan megtalalha-
to):
e1s7 e LS Z T e o FONE © V) s
Ciklus
Ko o= ™ cla e
Elagazas
A(K)<X esetén E:=K+1
A(K)>X esetén V:=K-1
Elagazas vége
et g S ENEK) ==k
Ciklus vége
Eljaras vége.
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Balrekurzio
Ha az eljaras els6 utasitasaként szerepel a re-
kurziv hivas, akkor a rekurzio 1ényegében az

!&)

Yy I S
NG NS

oy &
Y son108 oS4

els6 nem rekurzivan szamolhato érték megke-

resését szervezi. Majd a visszatérés(ek) utan
végzl el a transzformaciot. Vagyis forditott
sorrendt foldolgozast végez.

Altalanos sémaja:

R84S

Ficie Pued, 7 v ek @i R =S eSS ()

kildnben T (x, V)
Eljaras vége.

Pap Gaborné - Zsako Laszlo6 Rekurzid
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Balrekurzio — példak a feldolgozandora

> a sorozat elemei egy soros allomany rekordjai,

> a sorozat elemeit lancolt abrazolassal taroljuk és az
aktualis elemtol csak a kovetkezot lehet elérni, az
el6z6t nem,

> a sorozat elemeit egy sor- vagy veremstruktaraban
taroljuk,

> a sorozat elemeit mindig az el6z6 elembdl szamit-
juk, s a sorozat el6re meg nem allapithato tagjatol
visszafelé kell kiirni az elemeket,

> nyelvunk csak olyan szovegkezel6 fuggvényeket 1s-
mer, amelyek a szoveg elsé karakterét tudjak megad-
ni, illetve az els6 elhagyasaval keletkezett részt.
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R(x)

L~ reron)
% L Reeroy
s If(f(f(f(x))))
T(f(£(£(x))))
S(E(£(x))) =
) =
S(x)(J
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Balrekurzio altalanos atirasa

Ha feltehetjuk, hogy az f fligevénynek 1étezik

mnverze:

Rl
N:=0
Cifkel Urst Samil. g ap (3% 54
54 Lm0 gl N = INL
Ciklus vége
T(x,Y)
Chrk i)l DRSS sl S cte | SN S
K= B B2 S5, )
Ciklus vége
Eljaras vége.
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Balrekurzio altalanos atirasa

Ha az f fligevénynek nem létezik inverze:

RelEdisris
N:=0
@i [l = e e T R A
i/ eremmb.e: (o, " 2 &= Lo 9% TN SN+ 1
Ciklus vége
T(x,V¥)
kel Tah=tOJauN— 1)
Verembdl (x); S(X,VY)
Ciklus vége
Eljaras vége.
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Rekurzio és iteracio

0 ‘ \\
-"V-:?Quq?%f’?

Sy, S
‘zll,\/n \A}iV\

Balrekurzi6 példa

Eey 526 ,,tukrozve” kifrasa, azaz betli sot-
rendje megforditasa:

L, TR kSO S ONR:
Ha nem uUres?(szd6) akkor
Tiukroz (elsbutaniak (szd))
Ki: elsd(szd)
Eljaras vége.
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Rekurzio és iteracio

o S
-"YSQHQ?Q?

)

%, S
‘94/1\/[) \ﬂ}i‘\

Balrekurzio példa

Eey 526 ,,tukrozve” kifrasa, azaz betli sot-
rendje megforditasa:
FEL LS Z o
N:=0
Ciklus amig nem uUres? (szd)
Verembe (elsd (szd)); N:=N+1
sz0:=elsdutaniak (szd)
Ciklus vége
Ciklus i=1-t&1 N-ig
Verembd&l (B); Ki: B
Ciklus vége
Eljaras vége.
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Iteracio és rekurzio

Hb%i}a;e;,;

S B
&5

o ‘ \\
-fV-.:?@uﬂzé??

)

K2 7
‘94/,\/” \ﬂ}iV\

Problémak a ciklussal:

> Vannak programozasi nyelvek, ahol nincs
ciklus, csak rekurzio.
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Iteracio és rekurzio

Eloltesztelos ciklus atirasa

R (X e

Ciklus amig p(x)

R

Ciklus vége
Eljaras vége.
RS

Ha - Sppcd e Ko Ta(sa, SRyl
Eljaras vége.

Azaz az atiras eredménye egy jobbrekurzio.

Pap Gaborné - Zsako Laszlo6 Rekurzid
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Iteracio és rekurzio

Hatultesztelos ciklus atirasa

R (<

Ciklus

)

amig p (x)

Ciklus vége
Eljaras vége.
Ra(55) -2

S (X)

Har W8 Ko R(X)
Eljaras vége.

7

SIS DE g
e 70z,,_‘

2 $
-"YSQHQ?Q?

&,

N
Uiy NS

Azaz az atiras eredménye egy jobbrekurzio.
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Iteracio és rekurz

e

10

s BUDA g

o

SISDE o
Pt

2\

0‘
Y sor10a S

P~ g

Szamlalos ciklus atirasa

R (<)
CATf le et T = loettao sluaNES T8
SalC )

Ciklus vége
Eljaras vége.
El6szor irjuk at eloltesztelosrel

RS "
18— L
Ciklus amig 1i<N
ST S it =it
Ciklus vége
Eljaras vége.
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Iteracio és rekurzio

=)

Szamlalos ciklus atirasa
Erre mar van atirasi szabalyunk:
Rel=aie:

i =1 7F - BR300 %)
Eljaras vége.
RIRE( TR e

EUE T S SIS0 1ol S -1 Ot il ot o s R IR (Sl )
Eljaras vége.

Egyszeribb az 1 novelése paraméteratadasnal:

IR 2580
Fla 1 <o kelo el -SRIl <1 b PR RNl 18 S}
Eljaras vége.
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